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1 Введение
Â 1963 ã. Ë. Ä. Ôàääååâûì áûëà ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå çàäà÷è ðàññåßíèß òðåõ êâàíòî-
âûõ òðåõìåðíûõ ÷àñòèö [1]. Â ñëó÷àå æå îäíîìåðíûõ ÷àñòèö ñïåöèôèêà ðàçìåðíîñòè íå
ïîçâîëßåò ïðîâåñòè òå æå ïîñòðîåíèß. Ê çàäà÷å ðàññåßíèß îäíîìåðíûõ ÷àñòèö ïðåäïðè-
íèìàëèñü ðàçëè÷íûå ïîäõîäû, íàïðèìåð â ðàáîòàõ Å. Ìóðà áûëî óñòàíîâëåíî îòñóòñòâèå
ñèíãóëßðíîãî íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà íåñêîëüêèõ ÷àñòèö ñ ïàðíû-
ìè ïîòåíöèàëàìè îòòàëêèâàíèß, à â [5] áûëà ïðåäúßâëåíà àñèìïòîòèêà âîëíîâîé ôóíêöèé
çàäà÷è ðàññåßíèß, ðàâíîìåðíàß ïî óãëîâîé ïåðåìåííîé, â êîòîðóþ âîøëè âêëàäû êàê îò
òðåõ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèß, òàê è îò âçàèìîäåéñòâèß â ïàðàõ. Íåñìîòðß íà âñþ âàæ-
íîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, âîïðîñ îáîñíîâàíèß (â ñìûñëå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèß è
åäèíñòâåííîñòè) áûë ðåøåí òîëüêî â [2], ãäå áûëè ïîëó÷åíû ïðåäåëüíûå çíà÷åíèß ðåçîëü-
âåíòû ïðè ñòðåìëåíèè ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà ê ïîëîæèòåëüíîé âåùåñòâåííîé îñè. Â
íàñòîßùåé ðàáîòå íà îñíîâå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíà ñòðóêòóðà ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé
ßäðà ðåçîëüâåíòû, à òàêæå èññëåäîâàíû åå êîîðäèíàòíûå àñèìïòîòèêè íà áåñêîíå÷íîñòè â
êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå, ÷òî ïîçâîëèëî èçâëå÷ü àñèìïòîòèêè âîëíîâîé ôóíêöèè
è ßâíî ñîïîñòàâèòü ðåçóëüòàòû ðàáîò [5] è [2].
2 Дифракционный подход к задаче рассеяния
Â ðàáîòàõ [4], [5] áûëà ïîëó÷åíà êîîðäèíàòíàß àñèìïòîòèêà ðåøåíèß ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è
ðàññåßíèß äëß ñèñòåìû òðåõ îäíîìåðíûõ êâàíòîâûõ ÷àñòèö. Ïðèâåäåì îñíîâíûå èäåè ýòîé
ðàáîòû.
Ðàññìàòðèâàåòñß íåðåëßòèâèñòñêèé ãàìèëüòîíèàí äëß ñèñòåìû 3 îäíîìåðíûõ êâàíòî-
âûõ ÷àñòèö. Ïàðíûå ïîòåíöèàëû âçàèìîäåéñòâèß ñ÷èòàþòñß îäèíàêîâûìè, íåîòðèöàòåëü-
íûìè, áûñòðî óáûâàþùèìè íà áåñêîíå÷íîñòè è ÷åòíûìè.
𝐻𝜓 = 𝐻0𝜓 +
1
2
∑︁
1≤𝑖 ̸=𝑗≤3
𝑣(𝑧𝑖 − 𝑧𝑗)𝜓 (2.1)
𝑧𝑖 ∈ R, z = (𝑧1, 𝑧2, 𝑧3) ∈ R3, 𝜓 = 𝜓(z) : R3 → C,
ãäå 𝐻0 = −
∑︀3
𝑖=1
1
2𝑚𝑖
∆𝑖  îïåðàòîð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Çäåñü ∆𝑖 =
𝜕2
𝜕𝑧2𝑖
, 𝑣  ïîòåíöèàë
äâóõ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèß. Ïîòåíöèàë ßâëßåòñß ÷åòíîé, ôèíèòíîé, íåîòðèöàòåëüíîé
èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèåé. 𝑚𝑖  ñîîòâåòñòâóþùèå ìàññû ÷àñòèö.
Îñóùåñòâèì ïðåîáðàçîâàíèå
𝑥𝑖𝑗 =
√︀
2𝜇𝑖𝑗(𝑧𝑖 − 𝑧𝑗), 𝑥𝑖𝑗,𝑘 =
√︀
2𝜇𝑖𝑗,𝑘
(︂
𝑚𝑖𝑧𝑖 + 𝑚𝑗𝑧𝑗
𝑚𝑖 + 𝑚𝑗
− 𝑧𝑘
)︂
, 𝑦 =
∑︀3
𝑖=1𝑚𝑖𝑧𝑖
𝑀
. (2.2)
Çäåñü 𝑀 = 𝑚1 + 𝑚2 + 𝑚3  ïîëíàß ìàññà ñèñòåìû,
𝜇𝑖𝑗 =
𝑚𝑖𝑚𝑗
𝑚𝑖 + 𝑚𝑗
, 𝜇𝑖𝑗,𝑘 =
(𝑚𝑖 + 𝑚𝑗)𝑚𝑘
𝑀
,
ãäå 𝑖, 𝑗, 𝑘  ïåðåñòàíîâêà ñèìâîëîâ 1,2,3. Ñîâîêóïíîñòü ýòèõ ïåðåìåííûõ îáðàçóåò îðòîãî-
íàëüíûé áàçèñ ßêîáè. Âñåãî òàêèõ áàçèñîâ áåç ó÷åòà îðèåíòàöèè 3!=6.
3
Îïåðàòîð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïîñëå çàìåíû èìååò âèä
𝐻0 = − 1
2𝑀
𝜕2
𝜕𝑦2
−∆
Ïîëíûé ãàìèëüòîíèàí èìååò âèä
𝐻 = 𝐻0 +
∑︁
1≤𝑖 ̸=𝑗≤3
𝑣(
1√︀
2𝜇𝑖𝑗
𝑥𝑖𝑗) (2.3)
Çäåñü ∆  îïåðàòîð Ëàïëàñà ïî äâóì ïåðåìåííûì 𝑥𝑖𝑗, 𝑥𝑖𝑗,𝑘. Âûäåëßß äâèæåíèå öåíòðà
ìàññ, îãðàíè÷èì äåéñòâèå îïåðàòîðà íà ïîâåðõíîñòü Γ = {x = (𝑦, 𝑥𝑖𝑗, 𝑥𝑖𝑗,𝑘) ∈ R3|𝑦 = 0}.
Íà ïîâåðõíîñòè Ã îïðåäåëèì ïðßìûå 𝑙𝑘 = {x|𝑥𝑖𝑗 = 0} è âåêòîðà l𝑘 âäîëü 𝑙𝑘 â íàïðàâëåíèè
𝑥𝑘 > 0. Â äàëüíåéøåì, äîïóñêàß âîëüíîñòü, ìû íå áóäåì ðàçëè÷èòü âåêòîð è ïðßìóþ âäîëü
íåãî. Ñîáñòâåííàß ôóíêöèß îïåðàòîðà íà Ã, îïèñûâàþùåãî ñèñòåìó òàì, ãäå òîëüêî îäèí
èç ïîòåíöèàëîâ îòëè÷åí îò íóëß â êîîðäèíàòàõ ßêîáè äîïóñêàåò ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ
−∆𝜉𝑖𝑗 + 𝑣( 1√︀
2𝜇𝑖𝑗
𝑥𝑖𝑗)𝜉𝑖𝑗 = 𝐸𝜉𝑖𝑗
𝜉𝑖𝑗(x,q) = 𝜉(𝑥𝑖𝑗, 𝑘𝑖𝑗)𝑒
𝑖𝑝𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗,𝑘 (2.4)
−𝜉′′(𝑥𝑖𝑗) + 𝑣( 1√︀
2𝜇𝑖𝑗
𝑥𝑖𝑗)𝜉(𝑥𝑖𝑗) = 𝑘
2
𝑖𝑗𝜉(𝑥𝑖𝑗)
𝐸 = 𝑝2𝑖𝑗 + 𝑘
2
𝑖𝑗.
Òàê êàê ñëîæíîñòü çàïèñè íà÷èíàåò ðàñòè, ïåðåéäåì äëß íàøåãî óäîáñòâà ê ñèñòåìå
÷àñòèö ðàâíîé ìàññû. Ýòî íå îãðàíè÷èâàåò ðàññìîòðåíèå çàäà÷è è âñå âûêëàäêè ïðèìå-
íèìû è äëß ÷àñòèö, îáëàäàþùèõ ðàâíîé ìàññîé, òàê êàê â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå
âîçìîæíî ïðîâåñòè òå æå äåéñòâèß ïî î÷åâèäíîé àíàëîãèè.
Γ = {x = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) : 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 0}. 𝑙𝑗 = {x : 𝑥𝑖 = 𝑥𝑘, 𝑖 ̸= 𝑘 ̸= 𝑗}, 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 2, 3.
Ââåäåì íà Ã îðòîãîíàëüíûå ê l𝑗 íàïðàâëåíèß k𝑗, òàê ÷òî ïàðà k𝑗, l𝑗 îáðàçóåò ñòàíäàðòíûé
îðèåíòèðîâàííûé áàçèñ. Äëß ëþáîãî q ∈ Γ ïðåäñòàâèì
q = 𝑦𝑗l𝑗 + 𝑥𝑗k𝑗 (2.5)
Êîîðäèíàòû (𝑦𝑗, 𝑥𝑗) èìåþò ñìûñë êîîðäèíàò ßêîáè, 𝑥𝑗 = (𝑧𝑘−𝑧𝑗)Åñëè z = (𝑘𝑗, 𝑝𝑗) ∈ Γ,
òî
< q, z >= 𝑦𝑗𝑝𝑗 + 𝑥𝑗𝑘𝑗 (2.6)
Ïðßìûå âäîëü 𝑙𝑗 ðàçáèâàþò Ã íà øåñòü ñåêòîðîâ. Âíóòðåííîñòü êàæäîãî ñåêòîðà ñîñòî-
èò èç âåêòîðîâ (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðßþò óñëîâèþ 𝑥𝑖 > 𝑥𝑗 > 𝑥𝑘 ãäå
𝜎 = (𝑖, 𝑗, 𝑘) íåêîòîðàß ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë (1,2,3). Ýòîé ïåðåñòàíîâêîé è áóäåì õàðàêòåðè-
çîâàòü ñåêòîð 𝜆𝜎. Íà Ã äåéñòâóåò ãðóïïà ïåðåñòàíîâîê 𝑆3. 𝜎 = (𝑖, 𝑗, 𝑘) ∈ 𝑆3,x = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)
ïî ïðàâèëó 𝜎x = (𝑥𝑖, 𝑥𝑗, 𝑥𝑘). Åñëè âåêòîð p ∈ 𝜆𝜎, òî 𝜏p ∈ 𝜆𝜏𝜎, 𝜏 ∈ 𝑆3. Òàêèå îáîçíà÷åíèß
ïîçâîëßþò â óäîáíîì âèäå çàïèñàòü òàáëèöó ñêàëßðíûõ ïðîèçâåäåíèé äëß âåêòîðîâ èç
ðàçëè÷íûõ ñåêòîðîâ. Íåîáõîäèìîñòü òàêîé çàïèñè áóäåò ïîíßòíà èç äàëüíåéøèõ ïîñòðîå-
íèé.
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Âñëåäñòâèå ðàçäåëåíèß ïåðåìåííûõ íà Ã îïåðàòîð H èìååò âèä
𝐻 = −∆ + 𝑣(𝑥1) + 𝑣(𝑥2) + 𝑣(𝑥3). (2.7)
Òàì, ãäå òîëüêî îäèí ïîòåíöèàë íå ðàâåí íóëþ, Ãàìèëüòîíèàí ïðèíèìàåò âèä
𝐻 = − 𝜕
2
𝜕𝑦2𝑗
+ ℎ𝑗, ℎ𝑗 = − 𝜕
2
𝜕𝑥2𝑗
+ 𝑣(𝑥𝑗) (2.8)
Òîãäà, êàê è îáñóæäàëîñü ðàíåå, ñîáñòâåííàß ôóíêöèß îïåðàòîðà Ãàìèëüòîíèàíà äî-
ïóñêàåò ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ:
𝜉(z,q) = 𝜓(𝑥𝑗, 𝑘𝑗)𝑒
𝑖𝑝𝑗𝑦𝑗
𝐻𝜉 = 𝐸𝜉
𝐸 = 𝑘2𝑗 + 𝑝
2
𝑗
ℎ𝜓 = 𝑘2𝑗𝜓
Â ñîîòâåòñòâèè ñ íàïèñàííûì âûøå áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå:
− 𝜓′′ + 𝑣𝜓 = 𝑘2𝜓 (2.9)
Çàôèêñèðóåì ïîâåäåíèå ôóíêöèè íà áåñêîíå÷íîñòè 𝜓(𝑥, 𝑘)𝑒𝑖𝑥𝑘 −→ 1 ïðè 𝑥 −→ −∞
Åñëè ïîòåíöèàë ÷åòíûé, òî âåðíî, ÷òî
𝜓(−𝑥, 𝑘) = 𝑏(𝑘)𝜓(𝑥, 𝑘) + 𝑎(𝑘)𝜓(𝑥,−𝑘)
Êîýôôèöèåíòû 𝑠 = 1/𝑎, 𝑟 = 𝑏/𝑎 èìåþò ñìûñë êîýôôèöèåíòîâ ïðîõîæäåíèß è îòðàæå-
íèß, ïðè÷åì 𝑏 ïðèíèìàåò ÷èñòî ìíèìûå çíà÷åíèß.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîòåíöèàë íåïðåðûâåí âñþäó, êðîìå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê,
ïðè÷åì â îêðåñòíîñòè òî÷êè ðàçðûâà 𝛼 ïîòåíöèàë âåäåò ñåáß êàê 𝑣(𝑥) = 𝑤𝛿(𝑥−𝛼) + 𝑣(𝑥),
ãäå 𝑣 â òî÷êå 𝛼 èìååò òîëüêî ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà.
Òîãäà ôóíêöèè 𝑠, 𝑟 îáëàäàþò ñâîéñòâàìè:
𝑠(−𝑘) = 𝑠(𝑘), 𝑟(−𝑘) = 𝑟(𝑘), |𝑠(𝑘)|2 + |𝑟(𝑘)|2 = 1, (2.10)
à 𝑠(𝑟) äîïóñêàåò àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå â âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü è àíàëèòè÷íà
òàì çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîëþñîâ ïåðâîãî ïîðßäêà, è ïðè 𝑘 → ∞ 𝑠(𝑘) =
1 + 𝑜(𝑘−1).
Ñ çàäà÷åé ðàññåßíèß áóäåì àññîöèèðîâàòü çàäà÷ó äèôðàêöèè íà ñèñòåìå ïîëóïðîçðà÷-
íûõ ýêðàíîâ, ðàñïîëîæåííûõ âäîëü ïðßìûõ 𝑙𝑗. Ïëîñêàß âîëíà ñ âîëíîâûì âåêòîðîì p
âñëåäñòâèå ðàçäåëåíèß ïåðåìåííûõ ïðè ïðîõîæäåíèè ýêðàíà ïðåâðàùàåòñß â ïëîñêóþ âîë-
íó ñ êîýôôèöèåíòîì ïðîõîæäåíèß 𝑠(|(p,kj)|) ñ ôèêñèðîâàííûì âîëíîâûì âåêòîðîì, ïðè
îòðàæåíèè â âîëíó ñ âîëíîâûì âåêòîðîì 𝜏𝑗p ñ êîýôôèöèåíòîì îòðàæåíèß 𝑟(|(p,kj)|).
Â êàæäîì èç óãëîâ ïðè ðàññåßíèè ïëîñêîé âîëíû 𝑒𝑖(𝑝,𝑥) íà ýêðàíàõ âîçíèêàåò ñâîé
íàáîð ïëîñêèõ âîëí, ñî ñâîèìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïóñòü ïëîñêàß âîëíà ïàäàåò íà ñèñòå-
ìó ýêðàíîâ èç óãëà 𝜆321. Òàê êàê â ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àå ìàññû ðàâíû, âîëíîâàß ôóíê-
öèß èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðåäñòàâëåííîé âûøå ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê, 𝜓(x,p) =
𝜓(𝜎x, 𝜎p), 𝜎 ∈ 𝑆3. Ïóòü ëó÷à, îòâå÷àþùåãî ýòîé âîëíå, ðàçëè÷åí â çàâèñèìîñòè îò òî-
ãî, íà êàêîé ýêðàí ðàíüøå ïîïàäàåò ëó÷. Ðàññìîòðèì íàáîð ïëîñêèõ âîëí, ïðîíèêàþùèõ
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Ðèñ. 1: Õîä ëó÷åé íà Ã â ñëó÷àå ïîïàäàíèß ëó÷à íà 𝑙+3
â óãîë 𝜆231. Ââåäåì ïåðåñòàíîâêè 𝜏1 = (132), 𝜏2 = (321), 𝜏3 = (213). Õîä ñëåäóþùåãî
ðàññóæäåíèß ñòàíîâèòñß íàãëßäíåå, åñëè ïðåäñòàâëßòü ñåáå êàðòèíó êàê íà ðèñ. 1.
Ïóñòü 𝑙±𝑗 = {x : x ∈ 𝑙𝑗, 𝑥𝑗 > (<)0}. Â óãîë 𝜆231 ÷åðåç 𝑙−1 ïðîõîäèò âîëíà:
𝑠(|(p,k1)|)𝑒𝑖(p,x)
ïîñëå îòðàæåíèß îò 𝑙+2 îíà ïîðîæäàåò â 𝜆231 âîëíó
𝑟(|(p,k2)|)𝑠(|(p,k1)|)𝑒𝑖(𝜏2p,x)
Ýòà âîëíà ìîæåò åùå ðàç îòðàçèòüñß îò 𝑙−1 è ïðåâðàòèòüñß â ïëîñêóþ âîëíó ñ ðàçðûâíîé
àìïëèòóäîé
𝜃((x,−(𝜏1𝜏2p)⊥))𝑟(|(p,k2)|)𝑠(|(p,k1)|)𝑒𝑖(𝜏1𝜏2p,x)
Ãäå 𝜃(𝑥) = 0, 𝑥 < 0; 𝜃(𝑥) = 1, 𝑥 > 0. Âîëíà ìîæåò íå ïðîíèêíóòü ÷åðåç ýêðàí 𝑙−1 , à
îòðàçèòüñß îò íåãî. Îòðàçèâøèñü ïîñëå îò ýêðàíà 𝑙+3 è ïðîõîäß ÷åðåç 𝑙
−
1 , â ñåêòîðå 𝜆321
îíà ïîðîäèò âîëíó
𝜃((x,−(𝜏3𝜏1p)⊥))𝑠(|(𝜏3𝜏1p,k1)|)𝑟(|(𝜏1p,k3)|)𝑟(|(p,k1)|)𝑒𝑖(𝜏3𝜏1p,x)
Òàêæå, èñõîäíàß âîëíà ìîæåò ïðîíèêíóòü â óãîë 𝜆231 ïîñëå îòðàæåíèß îò 𝑙
−
3 è ïðî-
õîæäåíèß ÷åðåç 𝑙−1
𝑠(|(𝜏3p,k1)|)𝑟(|(p,k3)|)𝑒𝑖(𝜏3p,x)
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Òàáëèöà 1: Òàáëèöà ñêàëßðíûõ ïðîèçâåäåíèé (𝜎𝑝, 𝑘𝑗)
𝑗 /
𝜎 e 𝜏1 𝜏2 𝜏3 𝜏3𝜏1 𝜏1𝜏3
1 𝑘1 -𝑘1 -𝑘3 -𝑘2 𝑘3 𝑘2
2 𝑘2 -𝑘3 -𝑘2 -𝑘1 𝑘1 𝑘3
3 𝑘3 -𝑘2 -𝑘1 -𝑘3 𝑘2 𝑘1
Ïîñëå ÷åãî ìîæåò îòðàçèòüñß îò îò 𝑙+2 :
𝜃((x, (𝜏2𝜏3p)
⊥))𝑟(|(𝜏3p,k2)|)𝑠(|(𝜏3p,k1)|)𝑟(|(p,k3)|)𝑒𝑖(𝜏2𝜏3p,x)
Çàìåòèì, ÷òî 𝜏1𝜏2 = 𝜏3𝜏1 = 𝜏2𝜏3. Ðàññìîòðèì òàáëèöó ñêàëßðíûõ ïðîèçâåäåíèé (𝜎p,k𝑗)
(ñì. òàá. 1):
Ââåäåì îáîçíà÷åíèß: 𝑠(|𝑘𝑖|) = 𝑠𝑖, 𝑟(|𝑘𝑖|) = 𝑟𝑖.
Ñêëàäûâàß âñå íàéäåííûå âêëàäû ïëîñêèõ âîëí â ñåêòîðå 𝜆231, ïîëó÷àåì:
𝑠1(𝑒
𝑖(p,x)+𝑒𝑖(𝜏2p,x)𝑟2)+𝑒
𝑖(𝜏3p,x)𝑠2𝑟3+𝑒
𝑖(𝜏3𝜏1p,x)𝑟1𝑟3𝑠2+𝑒
𝑖(𝜏3𝜏1p,x)𝜃((x,−(𝜏3𝜏1p)⊥))(𝑟3𝑟2𝑠1+𝑟1𝑟2𝑠3−𝑟1𝑟3𝑠2)
Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå òåðïèò ðàçðûâ ïðè x = 𝜏3𝜏1p. Çàìåíèì ýòî ñëàãàåìîå òî÷íûì
ðåøåíèåì çàäà÷è äèôðàêöèè ïëîñêîé âîëíû 𝑒𝑖(𝑞,𝑥) íà ïîëóáåñêîíå÷íîì íåïðîçðà÷íîì
ýêðàíå.
∆𝑉 − 𝑞2𝑉 = 0
𝑉± = 𝑒𝑖(𝑞,x)Φ((|𝑞||𝑥| − (𝑞,x))1/2𝑠𝑖𝑔𝑛((x,±𝑞⊥))
Φ(𝛼) =
𝑒−𝑖𝜋/4√
𝜋
𝛼∫︁
−∞
𝑒𝑖𝑡
2
𝑑𝑡
Ýòó æå ïðîöåäóðó ìîæíî îñóùåñòâèòü äëß êàæäîãî ñåêòîðà (ïîäðîáíåå ñì. [5], [4]).
Ïîäûòîæèâàß, ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó, ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé â íåñêîëüêî
èíîì âèäå èçëîæåíî â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ.
Теорема 2.1. Пусть p ̸= l(±)j . Тогда при 𝑥 → ∞ равномерно по углу ?ˆ? = x/|𝑥| при
|(?ˆ?, 𝑙𝑗)| ≤ 1− 𝜀, 𝜀 > 0, справедливо асимптотическое представление
𝜓(x,p) = 𝜓𝑝(x,p) + 𝜓𝑓 (x,p) + 𝑓(?ˆ?,p)
𝑒𝑖|𝑝||𝑥|−𝑖𝜋/4√︀
2𝜋|𝑝|𝑥|| + 𝑂(|𝑥|
−3/2)
где 𝑓 – некоторая гладкая функция, 𝜓𝑝(x,p) – набор плоских волн, полученных в резуль-
тате процедуры, описанной выше, домноженных на характеристические функции углов,
в которых справедлива полученная асимптотика, 𝜓𝑓 (x,p) сумма волн Френеля.
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3 Структура и асимптотика предельных значений ядра
резольвенты
Â ñòàòüå [2] íà îñíîâå óðàâíåíèé Ôàääååâà, èëè àëüòåðíèðóþùåãî ìåòîäà Øâàðöà (ïîä òà-
êèì íàçâàíèåì ôîðìóëèðîâêà, êîòîðàß èñïîëüçóåòñß â íàñòîßùåé ðàáîòå, ïîßâèëàñü â [3]),
áûëè ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëß ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé íà àáñîëþòíî íåïðåðûâíîì ñïåêòðå
ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà Øðåäèíãåðà äëß òðåõ îäíîìåðíûõ ÷àñòèö ñ ôèíèòíûì ïîòåíöèà-
ëîì îòòàëêèâàíèß. Ðåçóëüòàò áûë ñôîðìóëèðîâàí äëß ñëó÷àß ðàâíûõ ìàññ , îäíàêî, êàê
áûëî îòìå÷åíî â ðàáîòå [2], â ñëó÷àå ðàçíûõ ìàññ íå âîçíèêàåò ïðèíöèïèàëüíûõ ñëîæíî-
ñòåé. Ïîýòîìó çäåñü ìû òàêæå ïðèäåðæèâàåìñß ýòîãî ñîãëàøåíèß.
Ñôîðìóëèðóåì äîêàçàííóþ â ðàáîòå òåîðåìó, à òàê æå ïðèâåäåì íåêîòîðûå ìîìåíòû
äîêàçàòåëüñòâà ñ öåëüþ óòî÷íåíèß íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ.
Â çàäà÷å ðàññìàòðèâàåòñß ãàìèëüòîíèàí H
𝐻 = −∆ + 1
2
3∑︁
1≤𝑖 ̸=𝑗≤3
𝑣(𝑧𝑖 − 𝑧𝑗) (3.1)
𝑧𝑖 ∈ R, 𝑧 = (𝑧1, 𝑧2, 𝑧3) ∈ R3
çäåñü ∆  îïåðàòîð Ëàïëàñà â R3, 𝑣 : R→ R+  ÷åòíàß ôèíèòíàß èíòåãðèðóåìàß ôóíêöèß
(ïîä ýòèì ñèìâîëîì ìû îäíîâðåìåííî ïîíèìàåì è îïåðàòîð óìíîæåíèß íà ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ ôóíêöèþ).
Òåîðåìà ôîðìóëèðóåòñß â ïåðåìåííûõ â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå, îòâå÷àþ-
ùåì îòäåëåííîìó öåíòðó ìàññ, òî åñòü â òåðìèíàõ ãàìèëüòîíèàíà, ôîðìàëüíî îïðåäåëåí-
íîãî ñóæåíèåì èñõîäíîãî ãàìèëüòîíèàíà íà íåêîòîðîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, äåéñòâóþ-
ùèõ íà ïîâåðõíîñòè Π = {𝑧|𝑧1 + 𝑧2 + 𝑧3 = 0}. (ïî ïåðåìåííîé îòâå÷àþùåé öåíòðó ìàññ
îñòàåòñß ëèøü òðèâèàëüíîå ñâîáîäíîå äâèæåíèå). Â ñâßçè ñ ýòèì çäåñü è äàëåå ÷åðåç ∆
îáîçíà÷àåòñß îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè íà ýòîé ïëîñêîñòè. Íà Π âûäåëßþòñß òàê íà-
çûâàåìûå êîîðäèíàòû ßêîáè, îòâå÷àþùèå îòíîñèòåëüíîìó äâèæåíèþ ÷àñòèö â ïàðå, à
òàêæå îòíîñèòåëüíîìó äâèæåíèþ öåíòðà ìàññ ïàðû ÷àñòèö è òðåòüåé ÷àñòèöû
𝑥𝑖 =
1√
2
(𝑧𝑘 − 𝑧𝑗), 𝑦𝑖 =
√︂
3
2
𝑧𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑖, 𝑗, 𝑘) = 1
Ïàðó êîîðäèíàò áóäåì îáîçíà÷àòü 𝑧𝑖 = (𝑥𝑖, 𝑦𝑖). Ýòî íå ïðèâåäåò ê íåóäîáñòâàì, òàê êàê
âñå äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèß áóäóò êàñàòüñß èìåííî êîîðäèíàò â êîíôèãóðàöèîííîì ïðî-
ñòðàíñòâå, à íå ïåðåìåííîé ïîëíîé âîëíîâîé ôóíêöèè.
Îïåðàòîð Ëàïëàñà-Áåëüòðàìè â ýòèõ êîîðäèíàòàõ çàïèñûâàåòñß â âèäå
∆ = 𝜕2𝑥𝑖 + 𝜕
2
𝑦𝑖
Îïåðàòîð H ïðèíèìàåò âèä
𝐻 = −∆ +
3∑︁
𝑖=1
𝑣(𝑥𝑖) (3.2)
Â ðàìêàõ ïðèíöèïà ïðåäåëüíîãî ïîãëîùåíèß ïðè ñòàöèîíàðíîì ïîäõîäå ê çàäà÷å ðàñ-
ñåßíèß èçó÷àåòñß ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ðåçîëüâåíòû
𝑅(𝜆) = (𝐻 − 𝜆𝐼)−1
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ïðè ïîñàäêå ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà íà âåùåñòâåííóþ ïîëîæèòåëüíóþ îñü. Ïðè ýòîì
ïðè óñòàíîâëåíèè óêàçàííûõ ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé (â ïîäõîäßùåì ïðîñòðàíñòâå ñ ïîäõî-
äßùåé òîïîëîãèåé), ñîáñòâåííûå ôóíêöèè àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà âîññòàíàâëè-
âàþòñß èç ßäðà ðåçîëüâåíòû
lim
𝜀→+0
𝑅(x,y|𝐸 ± 𝑖𝜀) = 𝜓∓(x,
√
𝐸
y
|y|)
𝑒±𝑖
√
𝐸|𝑦|√︀|y| + 𝑜(|𝑦|−1/2), |y| → ∞ (3.3)
Замечание: ïðåäåëüíûå çíà÷åíèß ïîíèìàþòñß â ñëàáîì ñìûñëå â ðàìêàõ ìåòîäà îñíà-
ùåííîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà. Â îñíîâíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ℋ íåïðåðûâíî
âêëàäûâàåòñß íåêîòîðîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ℬ, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü ïîçâîëßåò âëîæèòü
ℋ â ñîïðßæåííîå ê ℬ ïðîñòðàíñòâî ℬ* è äàëåå äîêàçàòü, ÷òî 𝑅(𝐸 ± 𝑖𝜀) : ℬ → ℬ* èìååò
íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå ïðè 𝜀 ↓ 0. Òàêèì îáðàçîì, îáîáù¼ííûå ñîáñòâåííûå ôóíêöèè â
ýòîì ñëó÷àå òðàêòóþòñß êàê ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà ℬ*, à îñíîâíûì îáúåêòîì èçó÷åíèß
ñòàíîâèòñß äåéñòâèå ôóíêöèîíàëà (𝑅(𝐸 ± 𝑖𝜀)𝜙, 𝜙) , 𝜙 ∈ ℬ , ïðè 𝜀 ↓ 0.
Â ðàáîòå [2] áûëà äîêàçàíà
Теорема 3.1. Обозначим за ?ˆ?𝜇,𝜃 банахово пространство функций, Фурье образы кото-
рых лежат в 𝐻𝜇,𝜃(R2) = {𝑓 : ‖𝑓‖𝜇,𝜃 = sup
𝜂, 𝜁
(1 + |𝜁|1+𝜃)
(︁
|𝑓(𝜁)|+ |𝑓(𝜁+𝜂)−𝑓(𝜁)|𝜂|𝜇
)︁
<∞}
Рассмотрим в указанном банаховом пространстве свободную резольвенту
𝑁𝑜𝑡𝑒: в импульсном пространстве гельдеровы функции вкладываются в 𝐿2 и норма
𝐿2 оценивается через гельдерову, а Фурье образы лежат в 𝐿2 и имеют ту же норму.
𝑅0(𝜆) = (−∆− 𝜆𝐼)−1
И двухчастичную резольвенту
𝑅𝑗(𝜆) = (−∆ + 𝑣𝑗 − 𝜆𝐼)−1
(𝑣𝑖 — в координатном представлении оператор умножения на 𝑣(𝑥𝑖))
Тогда при 1 > 𝜇, 𝜃 > 1/2, 0 < 𝑐1 ≤ 𝑅𝑒 𝜆 ≤ 𝑐2 < ∞ резольвента 𝑅(𝜆) имеет слабый
предел в ?ˆ?𝜇,𝜃 при 𝐼𝑚 𝜆→ +0, причем слабый предел имеет вид
𝑅(𝐸 + 𝑖0) = 𝑅0(𝐸 + 𝑖0) ·
(︃
𝐼 −
∑︁
𝑖
𝑣𝑖𝑅𝑖(𝐸 + 𝑖0) +
∑︁
𝑖 ̸=𝑗
𝑣𝑖𝑅𝑖(𝐸 + 𝑖0)𝑣𝑗𝑅𝑗(𝐸 + 𝑖0) −
−
∑︁
𝑖 ̸=𝑗 ̸=𝑘
𝑣𝑖𝑅𝑖(𝐸 + 𝑖0)𝑣𝑗𝑅𝑗(𝐸 + 𝑖0)𝑣𝑘𝑅𝑘(𝐸 + 𝑖0)
)︃
+𝑅0(𝐸+𝑖0)𝐴(𝐸+𝑖0)+𝑅0(𝐸+𝑖0)𝐵(𝐸+𝑖0)
(3.4)
где 𝐴 – некоторый оператор конечного ранга, а 𝐵 — компактный оператор с быстро
убывающим ядром на бесконечности.
Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû íåñêîëüêî îòëè÷àåòñß îò èñõîäíîé, îäíàêî óêàçàííûé âèä
àñèìïòîòèêè îêàçûâàåòñß ñóùåñòâåííûì äëß àíàëèçà àñèìïòîòèê ßäðà ðåçîëüâåíòû. Â
ñâßçè ñ ýòèì íåîáõîäèìî ïðèâåñòè îñíîâíûå ìîìåíòû äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñ êîììåí-
òàðèßìè â íåîáõîäèìûõ ìåñòàõ, à òàêæå óòî÷íåíèåì ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ A è B.
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4 Краткое доказательство и комментарии
Ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêó àëãåáðàè÷åñêîé ñõåìû, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ïðîèñõîäèò ïîñòðîå-
íèå ðåçîëüâåíòû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç {𝐺𝑖}|𝑛𝑖=1 íåêîòîðûé íàáîð ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â êîì-
ïëåêñíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå 𝒳 . Îïðåäåëèì îïåðàòîð
𝐺 =
𝑛∑︁
𝑖=1
𝐺𝑖 .
Ïðåäïîëàãàß, ÷òî âñå îïåðàòîðû 𝐼 −𝐺𝑖 áèåêòèâíû, ïîëîæèì
𝐼 − Γ𝑖 = (𝐼 −𝐺𝑖)−1 . (4.1)
Îïåðàòîðû Γ𝑖 íîñßò íàçâàíèå îïåðàòîðîâ îòðàæåíèß.
Â òàêîì ñëó÷àå ìåòîä ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1) Åñëè îïåðàòîðíàß ìàòðèöà
𝐿 =
⎛⎜⎜⎜⎝
𝐼 Γ1 . . . Γ1
Γ2 𝐼 . . . Γ2
...
...
. . .
...
Γ𝑛 Γ𝑛 . . . 𝐼
⎞⎟⎟⎟⎠ (4.2)
ßâëßåòñß áèåêöèåé ïðîñòðàíñòâà 𝒳 𝑛, òî îïåðàòîð 𝐼 −𝐺  áèåêöèß ïðîñòðàíñòâà 𝒳 .
2) Îáîçíà÷àß ÷åðåç diag(Γ1, . . .Γ𝑛) ñîîòâåòñòâóþùóþ äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó, â óñëîâèßõ
áèåêòèâíîñòè (4.2) îïðåäåëèì 𝛾 êàê ðåøåíèå óðàâíåíèß
𝐿 · 𝛾 = diag(Γ1, . . .Γ𝑛) (4.3)
è ââåä¼ì ëèíåéíûå îïåðàòîðû 𝛾𝑖𝑗 â 𝒳 êàê êîìïîíåíòû ìàòðèöû 𝛾. Ïîñëåäíèå ìîãóò
áûòü òàêæå îõàðàêòåðèçîâàíû ñîîòíîåíèßìè
𝛾𝑖𝑗 = Γ𝑖
(︀
𝛿𝑖𝑗𝐼 −
∑︁
𝑘 ̸=𝑖
𝛾𝑘𝑗
)︀
=
(︀
𝛿𝑖𝑗𝐼 −
∑︁
𝑘 ̸=𝑗
𝛾𝑖𝑘
)︀
Γ𝑗 . (4.4)
Òîãäà îïåðàòîð îòðàæåíèß Γ, îïðåäåëßåìûé ñîîòíîøåíèåì
𝐼 − Γ = (𝐼 −𝐺)−1 , (4.5)
äà¼òñß â òåðìèíàõ 𝛾𝑖𝑗 ôîðìóëîé
Γ =
∑︁
1≤𝑖,𝑗≤𝑛
𝛾𝑖𝑗 . (4.6)
Äëß âëîæåíèß çàäà÷è â ýòó ñõåìó ïåðåïèøåì ðåçîëüâåíòó â âèäå
𝑅(𝜆) = 𝑅0(𝜆)(𝐼 +
∑︁
𝑖
𝑣𝑖𝑅0(𝜆))
−1 (4.7)
Ïîëîæèì 𝐺𝑗(𝜆) = −𝑣𝑗𝑅0(𝜆). Ðàññìîòðèì
𝑅𝑗(𝜆) = (−∆ + 𝑣𝑗 − 𝜆𝐼)−1 = 𝑅0(𝜆)(𝐼 + 𝑣𝑗𝑅0(𝜆))−1 = 𝑅0(𝜆)(𝐼 −𝐺𝑗(𝜆))−1 = 𝑅0(𝜆)(𝐼 − Γ𝑗(𝜆)) ,
(4.8)
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äîìíîæèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà ñëåâà íà 𝑣𝑗, â ñèëó Γ𝑗(𝜆) = −𝐺𝑗(𝜆)(𝐼 −𝐺𝑗(𝜆))−1, íàõîäèì
Γ𝑗(𝜆) = 𝑣𝑗𝑅𝑗(𝜆) . (4.9)
Òîãäà ñîãëàñíî îáîçíà÷åíèßì âûøå, ðåçîëüâåíòà ïðåäñòàâëßåòñß â âèäå
𝑅(𝜆) = 𝑅0(𝜆)(𝐼 −𝐺(𝜆))−1 = 𝑅0(𝜆)(𝐼 − Γ(𝜆))
Ïîëîæèì 𝐿 = 𝐼 + Γ,
Γ =
⎛⎝ 0 Γ1 Γ1Γ2 0 Γ2
Γ3 Γ3 0
⎞⎠ .
Òîãäà
𝐿−1 = (𝐼 + Γ)−1 = (𝐼 − Γ4)−1(𝐼 − Γ+ Γ2 − Γ3) (4.10)
Îïåðàòîðíàß ìàòðèöà Γ4 â êà÷åñòâå êîìïîíåíò èìååò íåêîòîðûå ñóììû îïåðàòîðîâ âèäà
Γ𝑖Γ𝑗Γ𝑘Γ𝑙 ïðè 𝑖 ̸= 𝑗 ̸= 𝑘 ̸= 𝑙.
Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì â îáðàùåíèè îïåðàòîðà (𝐼 − Γ4) ßâëßåòñß îãðàíè÷åíèå íà ÷èñëî
ïåðåîòðàæåíèé â ñèñòåìå òðåõ ýêðàíîâ, îáðàçîâàííûõ íîñèòåëßìè ïîòåíöèàëîâ âçàèìî-
äåéñòâèß, êîòîðîå îêàçûâàåòñß íå áîëüøå òðåõ, ÷òî áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [5],[2]. Ýòî
è îáúßñíßåò âûäåëåíèå ÷åòâåðòîé ñòåïåíè îïåðàòîðà Γ, ïðè ðàññìîòðåíèè àñèìïòîòèêè
êîòîðîãî íå âîçíèêàåò ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ïðè àëüòåðíèðóþùåé èòåðàöèè ßäåð Γ𝑖Γ𝑗Γ𝑘Γ𝑙.
Ïîäðîáíåå ýòî áóäåò îáñóæäàòüñß íèæå. Îäíàêî, áëàãîäàðß îöåíêå íà ÷èñëî îòðàæåíèé â
ñèñòåìå ýêðàíîâ èç îñíîâíîé ðàáîòû, ýòîò æå ïðèåì ïîçâîëßåò âûäåëèòü íåêîòîðóþ ñòå-
ïåíü îïåðàòîðà Γ äëß îáðàùåíèß îïåðàòîðà 𝐿 óæå â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ ìàññ ÷àñòèö,
êîãäà óãëû ìåæäó ýêðàíàìè, îáðàçîâàííûìè íîñèòåëßìè ïîòåíöèàëîâ â êîíôèãóðàöè-
îííîì ïðîñòðàíñòâå, áóäóò íå ðàâíûìè, à ïðîèçâîëüíûìè. Óãëû ìåæäó ýêðàíàìè áóäóò
êîíòðîëèðîâàòüñß ìàññàìè ÷àñòèö, ðàçëè÷íûå êîìáèíàöèè êîòîðûõ áóäóò îáðàçîâûâàòü
êîýôôèöèåíòû ïðè 𝑧𝑖 â êîîðäèíàòàõ ßêîáè. Ýòî óñëîæíèò òåõíè÷åñêóþ ñòîðîíó âîïðî-
ñà, îäíàêî ïî-ñóùåñòâó îñòàâëßåò âîçìîæíûì òàêóþ ïðîöåäóðó. Òàêîå æå ðàññóæäåíèå
îêàæåòñß ïîëåçíûì â ñëó÷àå áîëüøåãî ÷èñëà îäíîìåðíûõ ÷àñòèö.
Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî êîîðäèíàòíóþ àñèìïòîòèêó ßäðà ïðîèçâåäåíèß Γ𝑖Γ𝑗Γ𝑘Γ𝑙 (èç ñî-
îáðàæåíèé êîìïàêòíîñòè çàïèñè âñå êîíñòàíòû íàìåðåííî ïðîïóùåíû)
Àñèìïòîòèêà ßäðà 𝑅0(𝑧, 𝑧
′|𝜆) ïðè Im 𝜆 > 0, |𝑧 − 𝑧′| → ∞ èìååò âèä
𝑅0(𝑧, 𝑧
′|𝜆) ≈ 𝑒
𝑖𝜋/4
2
√
2𝜋
𝑒𝑖
√
𝜆|𝑧−𝑧′|
|𝑧 − 𝑧′|1/2 (4.11)
Àñèìïòîòèêà ßäðà 𝑅𝑖(𝑧, 𝑧
′|𝜆) ïðè Im 𝜆 > 0, |𝑧 − 𝑧′| → ∞ èìååò âèä
𝑅𝑖(𝑧, 𝑧
′|𝜆) ≈ 𝜑±(𝑥, 𝑘0) 𝑒
𝑖𝜋/4
2
√
2𝜋 4
√
𝜆
𝑒𝑖
√
𝜆|𝑧−𝑧′|
|𝑧 − 𝑧′|1/2 (4.12)
ãäå 𝜑±(𝑥, 𝑘)  ðåøåíèß óðàâíåíèß, è âûáîð ðåøåíèß îïðåäåëßåòñß âûáîðîì çíàêà ïðî-
åêöèè 𝑧′ íà îðò 𝑥𝑖
−𝜑′′ + 𝑣𝑖𝜑 = 𝑘2𝜑
èìåþùèå âèä 𝑠(𝑘)𝑒∓𝑖𝑘𝑥 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ îòðèöàòåëüíûõ (ïîëîæèòåëüíûõ) 𝑥, à
𝑘0 =
√
𝜆𝑥′
|𝑧 − 𝑧′| + 𝑂(
1
|𝑧 − 𝑧′|) (4.13)
11
Òîãäà àñèìïòîòèêà ßäðà Γ𝑖Γ𝑗Γ𝑘Γ𝑙 ïðè 𝑧 →∞ ïðèìåò âèä
Γ𝑖Γ𝑗Γ𝑘Γ𝑙(𝑧, 𝑧
′|𝜆) =
= 𝜑±(𝑥, 0)𝑣(𝑥)
∫︁∫︁∫︁
R6
𝑣(𝑥𝑗)𝜑±(𝑥𝑗, 𝑘0)𝑣(𝑥𝑘)𝜑±(𝑥𝑘, 𝑘0)𝑣(𝑥𝑙)𝜑±(𝑥𝑙, 𝑘0)×
× 𝑒
𝑖
√
𝜆(|𝑧−𝑧𝑗 |+|𝑧𝑗−𝑧𝑘|+|𝑧𝑘−𝑧𝑙|+|𝑧𝑙−𝑧′|)√︀|𝑧 − 𝑧𝑗||𝑧𝑗 − 𝑧𝑘||𝑧𝑘 − 𝑧𝑙||𝑧𝑙 − 𝑧′|𝑑𝑧𝑗𝑑𝑧𝑘𝑑𝑧𝑙 = 𝐼𝑇 + 𝐼 ′𝑇 (4.14)
Ãäå 𝐼𝑇 èíòåãðàë ïî ïåðåìåííîé 𝑧𝑗 ñî ñðåçàþùåé ôóíêöèåé 𝜒𝑇 (𝑧𝑗) ðàâíîé åäèíèöå â øà-
ðå ðàäèóñà T, è íóëþ âíå øàðà ðàäèóñà T+1, à 𝐼 ′𝑇 èíòåãðàë ñ ôóíêöèåé 𝜒
′
𝑇 (𝑧𝑗) = 1−𝜒𝑇 (𝑧𝑗).
Ïðè ýòîì óìíîæåíèå íà 𝑣(𝑧) ñóæàåò íîñèòåëü ßäðà ïðîèçâåäåíèß äî íîñèòåëß ïîòåíöèàëà,
è óñòðåìëåíèå 𝑧 → ∞ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ëèøü ïðè 𝑦 → ±∞ (â íàïðàâëåíèè li âäîëü
îðòà 𝑦𝑖).
Â ïåðâîì èíòåãðàëå âîçìîæíî ðàçëîæåíèå
|𝑧 − 𝑧𝑗| = 𝑦 ± (l𝑖 · 𝑧𝑗) + 𝑂( 1|𝑧|) (4.15)
1√︀|𝑧 − 𝑧𝑗| = 1√𝑦 ∓ (l𝑖 · 𝑧𝑗)2|𝑦|3/2 + 𝑜( 1|𝑦|3/2 )
Âûáîð çíàêà çàâèñèò îò âûáîðà íàïðàâëåíèß, âäîëü êîòîðîãî ðàññìàòðèâàåòñß àñèìï-
òîòèêà.
È ïîýòîìó ßäðî 𝐼𝑇 ðàçëàãàåòñß â ñóììó
𝐼𝑇 = 𝐴𝑇 + 𝐵𝑇
𝐴𝑇 (𝑧, 𝑧
′|𝜆) = 𝑣(𝑥)𝜑±(𝑥, 0)𝑒
𝑖
√
𝜆|𝑦|
|𝑦|1/2 (𝜒+(𝑦)𝜓+(𝑧
′) + 𝜒+(−𝑦)𝜓−(𝑧′))
𝜓± =
∫︁∫︁∫︁
R6
𝜒𝑇 (𝑧𝑗)𝑣(𝑥𝑗)𝜑±(𝑥𝑗, 𝑘0)𝑣(𝑥𝑘)𝜑±(𝑥𝑘, 𝑘0)𝑣(𝑥𝑙)𝜑±(𝑥𝑙, 𝑘0)×
× 𝑒∓𝑖
√
𝜆(l𝑖·𝑧𝑗) 𝑒
𝑖
√
𝜆(|𝑧𝑗−𝑧𝑘|+|𝑧𝑘−𝑧𝑙|+|𝑧𝑙−𝑧′|)√︀|𝑧𝑗 − 𝑧𝑘||𝑧𝑘 − 𝑧𝑙||𝑧𝑙 − 𝑧′|𝑑𝑧𝑗𝑑𝑧𝑘𝑑𝑧𝑙 (4.16)
çäåñü 𝜒+(𝑥)  ãëàäêàß ôóíêöèß ðàâíàß íóëþ âíóòðè èíòåðâàëà [−∞, 𝑇 ] è åäèíèöå â
èíòåðâàëå [𝑇 + 1,∞]
Îïåðàòîð c ßäðîì 𝐴𝑇  îïåðàòîð äåéñòâóþùèé â äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ñ
íîñèòåëåì ïîòåíöèàëà. Ñïðàâåäëèâû îöåíêè
|𝜓±(𝑧′)| ≤ 𝐶𝐴√︀
1 + |𝑧′| (4.17)
Ïðè ýòîì 𝜓± àñèìïòîòè÷åñêè óñòðîåíû êàê
𝜓±(𝑧′) ∼ 𝐶𝐴𝑒
𝑖
√
𝜆|𝑧′|
|𝑧′|1/2 (4.18)
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ßäðî 𝐵𝑇 óäîâëåòâîðßåò îöåíêå
|𝐵𝑇 (𝑧, 𝑧′)| ≤ 𝐶𝐵|𝑣(𝑥)||𝜑±(𝑥, 0)|
(1 + |𝑧|)3/2(1 + |𝑧′|)1/2 (4.19)
Âîñïîëüçîâàâøèñü ñèììåòðè÷íîñòüþ ßäðà ïîëíîé ðåçîëüâåíòû, ïîìåíßåì îäíîâðåìåí-
íî â A è B ìåñòàìè ïåðåìåííûå 𝑧 è 𝑧′. Òîãäà ïî ïåðåìåííîé 𝑧′ A âåäåò ñåáß êàê êðóãîâàß
âîëíà, ðàñïðîñòðàíßþùàßñß âäîëü íîñèòåëß ïîòåíöèàëà, à B óáûâàåò ñî ñêîðîñòüþ
1
|𝑧|3/2 .
Òàêîå ðàçëîæåíèå íàçîâåì AB-ðàçëîæåíèåì. Àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèå â ðåçóëüòàòå èíòå-
ãðèðîâàíèß ïî ÷àñòßì ïî ïåðåìåííîé 𝑦𝑗 ïîëó÷àåò ßäðî 𝐼
′
𝑇 , îäíàêî íàëè÷èå ñòàöèîíàðíîé
òî÷êè â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû
∇(|𝑧 − 𝑧𝑗|+ |𝑧𝑗 − 𝑧𝑘|) · l𝑖 = ( 𝑧 − 𝑧𝑗|𝑧 − 𝑧𝑗| −
𝑧𝑗 − 𝑧𝑘
|𝑧𝑗 − 𝑧𝑘|) · l𝑖 = 0 ,
ãåîìåòðè÷åñêè ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå îòðàæåíèß èëè ïðîõîæäåíèß (ðèñ. 2) ìåøàåò
îñóùåñòâëåíèþ ýòîé ïðîöåäóðû. Îòäåëèâ îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè ìíîãîêðàòíûì èíòå-
ãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòßì ìîæíî äîáèòüñß äîñòàòî÷íîãî óáûâàíèß è ðàçëîæåíèå AB òàêæå
áóäåò ñïðàâåäëèâî. Â îêðåñòíîñòè æå òî÷êè îòðàæåíèß-ïðîõîæäåíèß, ïåðåéäß ê èíòåãðè-
ðîâàíèþ ïî ñîñåäíåé ïåðåìåííîé 𝑧𝑘, ìîæíî áåñïðåïßòñòâåííî èíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòßì,
ïîñêîëüêó ÷èñëî âçàèìîäåéñòâèé (ïåðåñå÷åíèé íîñèòåëß â ðåçóëüòàòå "îòðàæåíèß") îãðà-
íè÷åíî òðåìß, êàê áûëî îòìå÷åíî ðàíåå. Èìåííî çäåñü îêàçûâàåòñß âàæíûì âûäåëåíèå
÷åòâåðòîé ñòåïåíè, ïîñêîëüêó ôóíêöèè 𝑣 ñàæàþò ïåðåìåííûå 𝑧, 𝑧𝑗, 𝑧𝑘𝑧𝑙 íà íîñèòåëè ïî-
òåíöèàëà, è â òðîéêå 𝑗, 𝑘, 𝑙 óæå íåâîçìîæíà òî÷êà "îòðàæåíèß-ïðîõîæäåíèß"ïðè óñëîâèè,
÷òî ìû óæå âûäåëèëè îêðåñòíîñòü òàêîé òî÷êè ïî òðîéêå 𝑖, 𝑗, 𝑘. Íå âäàâàßñü â ïîäðîá-
íîñòè ïîëó÷åíèß ðàçëîæåíèß AB, îòìåòèì ëèøü òîëüêî ÷òî áóäóò ñïðàâåäëèâû òå æå
îöåíêè (4.17), (4.19), ïðè ýòîì êîíñòàíòû â ýòèõ îöåíêàõ ìîãóò áûòü ñäåëàíû ìàëûìè ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøîì T.
Òàêèì îáðàçîì,
𝐼 − Γ4 = 𝐼 −A−B
ãäå A,B  ìàòðèöû íàä àëãåáðîé îïåðàòîðîâ òèïà A è B ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîßñíèì ñìûñë AB-ðàçëîæåíèß. Íàïîìíèì, ÷òî ìû ôèêñèðîâàëè ïðîñòðàíñòâî ôóðüå-
îáðàçîâ ãåëüäåðîâûõ ôóíêöèé ñ ïîêàçàòåëßìè 𝜇, 𝜃 > 1/2.
Îáðàùåíèå îïåðàòîðà 𝐼 − Γ4 â òàêîì ïðîñòðàíñòâå âûçûâàåò çàòðóäíåíèß, ïîñêîëüêó
èç îöåíêè 4.19 âûòåêàåò, ÷òî îïåðàòîð ñ ßäðîì òèïà B äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâî ñ 𝜇 < 1/2,
è ïðè èñõîäíîì 𝜇 > 1/2 âîîáùå ãîâîðß íå ßâëßåòñß êîìïàêòíûì. Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð
Γ𝑖 äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ñ íîñèòåëåì â ïîëîñå, ñîîòâåòñòâóþùåé íîñèòåëþ
𝑣𝑖. Ïðè ýòîì â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè Γ𝑖𝜙(𝑘, 𝑝), 𝜙(𝑘, 𝑝) ∈ 𝐻𝜇,𝜃 èìååò îñîáåííîñòü òèïà
Γ𝑖𝜙(𝑘, 𝑝) ≈
∫︁∫︁
𝑑𝑘′𝑑𝑝′𝛿(𝑝− 𝑝′)𝑣(𝑘 − 𝑘′) 𝜙(𝑘
′, 𝑝′)
𝑝′2 + 𝑘′2 − 𝜆 ∼
𝑓(𝑘, 𝑝)√︀
𝑝2 − 𝜆
=
𝑓(𝑘,
√
𝜆)𝜂(𝑝)√︀
𝑝2 − 𝜆 +
𝑓(𝑘, 𝑝)− 𝑓(𝑘,√𝜆)𝜂(𝑝)√︀
𝑝2 − 𝜆 (4.20)
ãäå 𝑓(𝑘, 𝑝) = 𝜋𝑖𝑣(𝑘 −√︀𝑝2 − 𝜆)𝜙(√︀𝑝2 − 𝜆, 𝑝), 𝑘, 𝑝  äâîéñòâåííûå ïåðåìåííûå ïî îò-
íîøåíèþ ê 𝑥𝑖, 𝑦𝑖, ôóíêöèß 𝑣 ßâëßåòñß (ñ òî÷íîñòü äî ïîñòîßííîãî ìíîæèòåëß) îáðàçîì
Ôóðüå ïðîèçâåäåíèß 𝑣(𝑥)𝜙+(𝑥, 𝑘0), ôóíêöèß 𝜂  ãëàäêàß ôèíèòíàß, ðàâíàß òîæäåñòâåííî
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Ðèñ. 2: Ñòàöèîíàðíàß òî÷êà â èíòåãðàëå 𝐼 ′𝑇
åäèíèöå â îêðåñòíîñòè òî÷êè
√
𝜆. Òàêîå ðàçëîæåíèå ñîîòâåòñòâóåò ðàçëîæåíèþ AB. Êàê
áûëî äîêàçàíî â ðàáîòå [2] îïåðàòîð Γ𝑖Γ𝑗Γ𝑘Γ𝑙 ïðè ïðåäåëüíîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà 𝜆 ïå-
ðåâîäèò ôóíêöèþ èç ?ˆ?𝜇,𝜃 â ôóíêöèþ èç ?ˆ?𝜈,𝜃 äëß 𝜈 > 0, íî ïðè ýòîì íîñèòåëü ïîñëåäíåé
ëåæèò â ïîëîñå, îïðåäåëßåìîé îáëàñòüþ ôèíèòíîñòè ïîòåíöèàëà 𝑣. Èç ýòîãî ïðåäñòàâëå-
íèß âûòåêàåò, ÷òî Γ𝑖?ˆ?
𝜇,𝜃 ßâëßåòñß ïðßìîé ñóììîé ïðîñòðàíñòâ, îäíî èç êîòîðûõ äâóìåðíî
è ñîñòîèò èç ôóíêöèé êëàññà 𝐴𝑖, à âòîðîå ñîäåðæèò ôóíêöèè èç ?ˆ?
𝜈,𝜃 , 𝜈 = 𝜇 − 1
2
> 0 , ñ
íîñèòåëßìè â ïîëîñå. Ìû îáîçíà÷èì ýòî ïîñëåäíåå ÷åðåç ?ˆ?𝜈,𝜃𝑖 , è òîãäà Γ𝑖?ˆ?
𝜇,𝜃 ⊂ 𝑉𝑖 + ?ˆ?𝜈,𝜃𝑖 .
Ïðè ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèßõ ïàðàìåòðà 𝜆 ýòà ñóììà ßâëßåòñß ïðßìîé.
Äëß 𝑓 ∈ 𝐿𝑞(R2) â ñèëó íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà
∫︁
R2
(1 + |𝑧|)−1/2|𝑓(𝑧)| 𝑑𝑧 ≤
⎛⎝∫︁
R2
(1 + |𝑧|)−𝑞′/2𝑑𝑧
⎞⎠1/𝑞′⎛⎝∫︁
R2
|𝑓(𝑧)|𝑞𝑑𝑧
⎞⎠1/𝑞 <∞
ïðè 𝑞′ > 4 (𝑞 è 𝑞′  ñîïðßæ¼ííûå ïîêàçàòåëè), ò.å. íåîáõîäèìî, ÷òîáû 𝑞 < 4
3
. Â [2] áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî 𝑓 èç ?ˆ?𝜇,𝜃 ëåæèò â 𝐿𝑞 äëß íåêîòîðîãî 𝑞 <
4
3
, åñëè 𝜇, 𝜃 > 1
2
è ÷òî ôóíêöèß
èç ?ˆ?𝜇,𝜃𝑖 ëåæèò â 𝐿𝑟 äëß 𝑟 < 2 â íàïðàâëåíèè 𝑖-îé ïîëîñû. Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð Γ
4 ìû
áóäåì ðàññìàòðèâàòü, êàê îïåðàòîð íà ïðîñòðàíñòâå𝑊 𝜈,𝜃 = ⊕𝑖(𝑉𝑖+?ˆ?𝜈,𝜃𝑖 ), ãäå 𝑉𝑖 äâóìåðíîå
ïðîñòðàíñòâà è ñîñòîèò èç ôóíêöèé òèïà A,
𝑣(𝑥𝑗)𝜙𝑗(𝑥𝑗, 0)|𝑦𝑗|−1/2𝑒𝑖|𝑦𝑗 |
√
𝐸(𝐶1𝜒+(𝑦𝑗) + 𝐶2𝜒+(−𝑦𝑗))
è ?ˆ?𝜈,𝜃𝑖 ñîñòîèò èç ôóíêöèé èç ?ˆ?
𝜈,𝜃, 𝜈 = 𝜇− 1/2 ñ íîñèòåëßìè â ïîëîñå 𝑖.
Çäåñü òàêæå ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî èññëåäîâàíèå îáðàçà â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè
ïîçâîëßåò îáîñíîâàòü ñóùåñòâîâàíèå ñëàáîãî ïðåäåëà 𝑅0Γ𝑖Γ𝑗Γ𝑘Γ𝑙 (è äëß ëþáîé ñòåïåíè
Γ), ïîñêîëüêó âêëàä (𝑅0Γ𝑖Γ𝑗Γ𝑘Γ𝑙𝜙, 𝜙) èìååò îñîáåííîñòü âèäà
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∫︁
𝑑𝑝𝑗
∫︁
𝑑𝑘𝑗
𝑓(𝑞)𝜙(𝑞)
(𝑝2𝑗 + 𝑘
2
𝑗 − 𝜆)
√︁
𝑝2𝑗 − 𝜆
∼
∫︁
𝑔(𝑝𝑗) 𝑑𝑝𝑗
𝑝2𝑗 − 𝜆
, (4.21)
ãäå 𝑔  íåêîòîðàß ã¼ëüäåðîâà ôóíêöèß âïëîòü äî âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà 𝜆
Ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèß ïðè 𝐼𝑚𝜆→ +0 èçâåñòíî.
Çàìåòèì, ÷òî ýòî æå ðàññóæäåíèå ñïðàâåäëèâî ïðè îáîñíîâàíèè ñóùåñòâîâàíèß ïðå-
äåëà â âûðàæåíèè (3.4).
Â óêàçàííîì ïðîñòðàíñòâå îïåðàòîð òèïà 𝐵 ßâëßåòñß êîìïàêòíûì îïåðàòîðîì c äî-
ñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàþùèì ßäðîì, ñèëüíî íåïðåðûâíûì ïî 𝜆.
Îáðàùåíèå îïåðàòîðà 𝐼 − Γ4 âíîâü ïðîèñõîäèò â ðàìêàõ àëãåáðàè÷åñêîé ñõåìû óðàâ-
íåíèé Ôàääååâà, ïðèâåäåííîé â íà÷àëå ðàçäåëà. Ïîëîæèì 𝐼 − Γ𝐴 = (𝐼 + A)−1, 𝐼 − Γ𝐵 =
(𝐼 +B)−1. Ñóùåñòâîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ áûëî äîêàçàíî â îñíîâíîé ðàáîòå
[2] ïðè âûáîðå äîñòàòî÷íî áîëüøèõ Ò. Îòìåòèì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ T íîðìà
îïåðàòîðà òèïà A ìîæåò áûòü ñäåëàíà äîñòàòî÷íî ìàëîé, ÷òîáû ñ÷èòàòü, ÷òî â ïåðâîì
ïðèáëèæåíèè âûïîëíåíî
(𝐼 − 𝐴)−1 = 𝐼 + 𝐴
Òàêæå ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â öèòèðóåìîé ðàáîòå áûëà äîêàçàíà ëèøü òðèâèàëüíîñòü
ßäðà (𝐼 −B). Âîïðîñ ñþðúåêòèâíîñòè ýòîãî îïåðàòîðà ïî-âèäèìîìó òðåáóåò ïðèâëå÷åíèß
äîïîëíèòåëüíûõ ðàññóæäåíèé.
Îïåðàòîð Γ𝐵 äåéñòâóåò â òî æå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, ÷òî è 𝐵, ßâëßåòñß ñèëüíî
íåïðåðûâíûì è êîìïàêòíûì.
Â ñëó÷àå n=2 âîçìîæíî íàïèñàòü ãîðàçäî áîëåå ïðîñòóþ ôîðìó îáðàòíîãî îïåðàòîðà,
à èìåííî
(𝐼 − Γ4)−1 = (𝐼 − Γ𝐴)(𝐼 − Γ𝐵Γ𝐴)−1(𝐼 − Γ𝐵) (4.22)
Îïåðàòîð Γ𝐵Γ𝐴 = A
(1) âíîâü äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé òèïà A è ìîæåò áûòü
ñäåëàí äîñòàòî÷íî ìàëûì ïî íîðìå, à òàê êàê Γ𝐵𝐴 äåéñòâóåò â ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé òèïà
𝐵, òî ìîæíî äëß 4.22 íàïèñàòü ðàçëîæåíèå AB, â ñìûñëå ïîâåäåíèß ïî ïåðåìåííîé 𝑧′
(𝐼 − Γ4)−1 = (𝐼 − Γ𝐴)(𝐼 +A(1))(𝐼 +B) = 𝐼 + A˜+ B˜
Òåì ñàìûì îïåðàòîð L ßâëßåòñß áèåêöèåé è âîçìîæíî ðåøåíèå óðàâíåíèß
𝛾 = L−1 · 𝑑𝑖𝑎𝑔 (Γ1,Γ2,Γ3) = (𝐼 − Γ+ Γ2)𝑑𝑖𝑎𝑔 (Γ1,Γ2,Γ3) + ˜˜𝐴+ ˜˜𝐵 (4.23)
𝛾 =
⎛⎝Γ1 0 00 Γ2 0
0 0 Γ3
⎞⎠−
⎛⎝ 0 Γ1Γ2 Γ1Γ3Γ2Γ1 0 Γ2Γ3
Γ3Γ1 Γ3Γ2 0
⎞⎠+
+
⎛⎝Γ1Γ2Γ1 + Γ1Γ3Γ1 Γ1Γ3Γ2 Γ1Γ2Γ3Γ2Γ3Γ1 Γ2Γ1Γ2 + Γ2Γ3Γ2 Γ2Γ1Γ3
Γ3Γ2Γ1 Γ3Γ1Γ2 Γ3Γ1Γ3 + Γ3Γ2Γ3
⎞⎠+ ˜˜𝐴+ ˜˜𝐵 (4.24)
Ñîãëàñíî (4.6)
𝑅 = 𝑅0 · (𝐼 −
𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1
𝛾𝑖𝑗) (4.25)
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𝑅 = 𝑅0 − 𝑅0
3∑︁
𝑖=1
Γ𝑖⏟  ⏞  
однократные отражения
+ 𝑅0 ·
∑︁
𝑖 ̸=𝑗
Γ𝑖Γ𝑗⏟  ⏞  
двукратные отражения
− 𝑅0 ·
∑︁
𝑖 ̸=𝑗 ̸=𝑘
Γ𝑖Γ𝑗Γ𝑘⏟  ⏞  
трехкратные отражения
+𝑅0
˜˜𝐴 + 𝑅0
˜˜𝐵 (4.26)
Âñïîìèíàß, ÷òî Γ𝑖 = 𝑣𝑖𝑅𝑖, ìû ïðèõîäèì ê íåîáõîäèìîìó âûðàæåíèþ.
5 Структура ядра резольвенты. Асимптотика волновой
функции
Ïîëó÷èì àñèìïòîòèêó âîëíîâîé ôóíêöèè: ñîãëàñíî 3.3 íåîáõîäèìî âûäåëèòü àñèìïòîòèêó
ßäðà ðåçîëüâåíòû ïî âíóòðåííåé è âíåøíåé ïåðåìåííîé, è âûäåëèòü ìíîæèòåëü ïðè ðàñ-
õîäßùåéñß êðóãîâîé âîëíå. Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè ßäðà ðåçîëüâåíòû, âûáîð ïåðåìåííîé
íå âàæåí, ïîýòîìó äëß óäîáñòâà áóäåì âûäåëßòü êðóãîâóþ âîëíó ïî âíåøíåé ïåðåìåííîé,
à âîëíîâóþ ôóíêöèþ ñîîòâåòñòâåííî ïî âíóòðåííåé.
Ôèêñèðóåì íàïðàâëåíèå, âäîëü êîòîðîãî áóäåì óñòðåìëßòü íà áåñêîíå÷íîñòü ïåðåìåí-
íûå 𝑧, 𝑧′. Îáîçíà÷èì èõ çà l = (𝑙𝑥, 𝑙𝑦), l′ = (𝑙′𝑥, 𝑙
′
𝑦) ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü íàïðàâëåíèß óõîäà
îòëè÷àþòñß îò íàïðàâëåíèé âäîëü îðòîâ 𝑥𝑖.
Ñïåðâà ðàññìîòðèì ÷ëåíû, êîòîðûå ìû íàçîâåì îäíîêðàòíûìè îòðàæåíèßìè â ôîð-
ìóëå 4.26. Êàê ìû óâèäèì äàëüøå, òàêîå íàçâàíèå íå ñëó÷àéíî è ñîîòâåòñòâóåò ëó÷åâîé
èíòåðïðåòàöèè â ðàìêàõ äèôðàêöèîííîãî ïîäõîäà ðàáîòû [4]. Îòìåòèì, ÷òî âñå âûðàæå-
íèß ïèøóòñß ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ òèïà AB è ñ òî÷íîñòüþ äî êðóãîâîé âîëíû ñ ãëàäêîé
àìïëèòóäîé. Ïðè ýòîì B îòâå÷àåò ïîãðåøíîñòè â àñèìïòîòèêå âîëíîâîé ôóíêöèè ïîðßä-
êà 𝑂(|𝑧|−3/2). Îòìåòèì, ÷òî ÷òîáû çàêîííî âîñïîëüçîâàòüñß àñèìïòîòè÷åñêèì âûðàæåíèåì
äëß ßäåð îïåðàòîðîâ 𝑅0, Γ𝑖 íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü
√
𝜆|𝑧 − 𝑧′| >> 1, áîëåå òîãî îöåíêà
äîëæíà áûòü ðàâíîìåðíîé ïî ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèß. Ýòîãî ìîæíî äîáèòüñß, âûðå-
çàâ ìàëûå óãëîâûå 𝛿 îêðåñòíîñòè íàïðàâëåíèé 𝑥𝑖 = 0. Òàêóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ îáëàñòü
ìû è çàôèêñèðóåì. Íàïðàâëåíèß â óãëîâîé îêðåñòíîñòè íîñèòåëåé áóäåò ðàññìîòðåíî îò-
äåëüíî ïîçæå.
𝑅0Γ𝑖 = 𝑅0𝑣𝑖𝑅𝑖 ≈
𝑧,𝑧′→∞
∫︁∫︁
𝑥𝑖∈𝑠𝑢𝑝𝑝 𝑣, 𝑦𝑖∈R
𝑑𝑧𝑖𝐶
𝑒𝑖
√
𝜆(|𝑧−𝑧𝑖|+|𝑧𝑖−𝑧′|)√︀|𝑧 − 𝑧𝑖||𝑧𝑖 − 𝑧′| 𝜑±(𝑥𝑖, 𝑘0)𝑣(𝑥𝑖)4√𝜆
çäåñü 𝐶 = 𝑒
𝑖𝜋/4
2
√
2𝜋
.
Îãðàíè÷èâàß èíòåãðèðîâàíèå ïî øàðó äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà, ðàçëîæèì ìî-
äóëü â ýêñïîíåíòå
|𝑧 − 𝑧𝑖| = |𝑧| − ( 𝑧|𝑧| · 𝑧𝑖) + 𝑂(
1
|𝑧|) = |𝑧| − 𝑥𝑖𝑙𝑥 − 𝑦𝑖𝑙𝑦 + 𝑂(
1
|𝑧|) (5.1)
𝑅0Γ𝑖 = 𝐶
𝑒𝑖
√
𝜆|𝑧|√︀|𝑧|
∫︁
𝑑𝑥𝑖
𝜑±(𝑥𝑖, 𝑘0)𝑣(𝑥𝑖)
4
√
𝜆
𝑒−𝑖
√
𝜆(𝑙𝑥𝑥𝑖+𝑙
′
𝑥𝑥𝑖)
∫︁
𝑑𝑦𝑖𝑒
−𝑖√𝜆(𝑙𝑦𝑦𝑖+𝑙′𝑦𝑦𝑖)⏟  ⏞  
𝛿(𝑙𝑦+𝑙′𝑦)
1√
𝜆
𝑒𝑖
√
𝜆|𝑧′|√︀|𝑧′| + 𝑂( 1√︀|𝑧′|)
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Çàïèñü 𝛿(𝑙𝑦 + 𝑙
′
𝑦) ïîçâîëßåò ñâßçàòü ýòó ðàáîòó ñ äèôðàêöèîííûì ïîäõîäîì [4]. Äåëü-
òà ôóíêöèîíàë âûðåçàåò äâà óãëîâûõ íàïðàâëåíèß, è ëåãêî ïîíßòü, ÷òî ýòî íàïðàâëåíèß
îòðàæåíèß è ïðîõîæäåíèß ïëîñêîé âîëíû, ïðèõîäßùåé â íàïðàâëåíèè (−l) (ðèñ. 3). Ñòî-
èò îòìåòèòü, ÷òî íà ðèñóíêàõ â öåëßõ óäîáñòâà êîîðäèíàòû x ßâëßþòñß êîîðäèíàòàìè
â âåðòèêàëüíîì íàïðàâëåíèè, ÷òî óäîáíî íàì, íî íå ßâëßåòñß òèïè÷íûì îáîçíà÷åíèåì.
Ñôåðè÷åñêàß âîëíà æå â óçêîì óãëîâîì íàïðàâëåíèè âåäåò ñåáß ñõîæèì ñ ïëîñêîé âîëíîé
îáðàçîì (â ñëàáîì ñìûñëå).
Çàìåòèì, ÷òî âûáîð îòðàæåíèß èëè ïðîõîæäåíèß âûáèðàåò ïðîåêöèþ íà îñü x (âåð-
òèêàëüíîãî íàïðàâëåíèß): 𝑙′𝑥 = 𝑙𝑥 ëèáî 𝑙
′
𝑥 = −𝑙𝑥, à ñëåäîâàòåëüíî è ôóíêöèè 𝜑±. Çàìåòèì
òàêæå, ÷òî â èíòåãðàë ïî 𝑥𝑖 âõîäßò
√
𝜆𝑙𝑥 ëèøü ïîïàðíî, è òàêîå ïðîèçâåäåíèå èìååò ñìûñë
ïðîåêöèè âîëíîâîãî âåêòîðà íà îñü x â ñèñòåìå ñ ýíåðãèåé 𝜆. Â ÷àñòíîñòè, ñîãëàñíî 4.13,
𝑘0 =
√
𝜆𝑙𝑥 + 𝑂(
1
|𝑧|)
Íàçîâåì êîýôôèöèåíòàìè ïðîõîæäåíèß è îòðàæåíèß ñîîòâåòñòâåííî ñëåäóþùèå âå-
ëè÷èíû
𝑆(𝑘) = −𝐶
∫︁
𝑑𝑥𝜑−(𝑥, 𝑘)𝑣(𝑥) (5.2)
𝑅(𝑘) = −𝐶
∫︁
𝑑𝑥𝜑+(𝑥, 𝑘)𝑣(𝑥)𝑒
−𝑖2𝑘𝑥 (5.3)
Òàêîå îáîçíà÷åíèå âïîëíå åñòåñòâåííî â ðàìêàõ ëó÷åâîé èíòåðïðåòàöèè çàäà÷è. Ïîëó-
÷åííûé ßâíûé âèä äëß êîýôôèöèåíòîâ (âîçìîæíî ñ òî÷íîñòüþ äî íåêîòîðûõ ìíîæèòåëåé,
çàâèñßùèõ îò ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà) âûçûâàåò îòäåëüíûé èíòåðåñ, ïîñêîëüêó ñâîéñòâà
êîýôôèöèåíòîâ ïðîõîæäåíèß è îòðàæåíèß (â ñóòè ýëåìåíòû ìàòðèöû ðàññåßíèß) õîðîøî
èññëåäîâàíû. Ê òîìó æå ñàì âèä ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ äîïóñêàåò âïîëíå ïîíßòíóþ èí-
òåðïðåòàöèþ ñêàëßðíîãî ïðîèçâåäåíèß ðåøåíèß îäíîìåðíîé çàäà÷è ðàññåßíèß ñ ïëîñêîé
âîëíîé, óìíîæåííîé íà ïîòåíöèàë.
È âêëàä â âîëíîâóþ ôóíêöèþ îò ÷ëåíîâ îäíîêðàòíîãî âçàèìîäåéñòâèß ñ ýêðàíîì 𝑖
𝜓(1,𝑖)(𝑧,
√
𝜆,
𝑧′
|𝑧′|) =
𝑒𝑖
√
𝜆|𝑧|√︀
𝜆1/2|𝑧|
(︂
𝑆(
√
𝜆⟨ 𝑧
′
|𝑧′| ,k𝑖⟩)𝛿(
𝑧
|𝑧| −
𝑧′
|𝑧′|) +
+ 𝑅(
√
𝜆⟨ 𝑧
′
|𝑧′| ,k𝑖⟩)𝛿(
𝑧
|𝑧| −𝐻𝑖
𝑧′
|𝑧′|) + 𝑓(𝑧, 𝜆)
)︂
+ 𝑜(
1√︀|𝑧|)
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Ðèñ. 4: Ñòàöèîíàðíàß òî÷êà â äâîéíîì ïðîèçâåäåíèè
Çäåñü 𝐻𝑖  îïåðàòîð îòðàæåíèß îòíîñèòåëüíî ïðßìîé 𝑥𝑖 = 0.
Îáðàòèìñß òåïåðü ê ÷ëåíàì äâóêðàòíîãî îòðàæåíèß
𝑅0Γ𝑖Γ𝑗 ≈
∫︁∫︁
R4
𝑑𝑧𝑖𝑑𝑧𝑗𝐶
2𝑣(𝑥𝑖)𝜑±(𝑥𝑖, 𝑘0(𝑧𝑗))𝑣(𝑥𝑗)𝜑±(𝑥𝑗, 𝑘0(𝑧
′))√
𝜆1/2𝜆1/2
𝑒𝑖
√
𝜆(|𝑧−𝑧𝑖|+|𝑧𝑖−𝑧𝑗 |+|𝑧𝑗−𝑧′|)√︀|𝑧 − 𝑧𝑖||𝑧𝑖 − 𝑧𝑗||𝑧𝑗 − 𝑧′|)
(5.4)
Çäåñü ñíîâà íåîáõîäèìî îáîñíîâàòü èñïîëüçîâàíèå àñèìïòîòèêè ßäåð. Îãðàíè÷èì èí-
òåãðèðîâàíèå ïî ïåðåìåííîé 𝑧𝑗 ïî øàðó ðàäèóñà T. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ â [2], òàêîé èíòå-
ãðàë ïîëó÷àåò ðàçëîæåíèå AB, ïðè÷åì A ìîæåò áûòü ñäåëàíî ìàëûì ïðè óâåëè÷åíèè T.
Â ñóùíîñòè ýòî îòâå÷àåò çàäà÷å ðàññåßíèß íà êîìïàêòíîé îáëàñòè. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë
ïî âíåøíîñòè øàðà. Â íåì ðàçíîñòü 𝑧𝑖 − 𝑧𝑗 âåëèêà ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå, è óæå çäåñü
âîçìîæíî âîñïîëüçîâàòüñß àñèìïòîòèêîé ßäðà. Ïðîäîëæèâ èíòåãðèðîâàíèå îáðàòíî íà
èñõîäíóþ îáëàñòü, ìû ñíîâà ïîëó÷èì ïîãðåøíîñòü â âèäå àñèìïòîòèêè çàäà÷è ðàññåßíèß
íà ïîòåíöèàëå ñ êîìïàêòíûì íîñèòåëåì, ÷òî ñíîâà äîïóñêàåò AB ïðåäñòàâëåíèå.
Ïðåäñòàâèì â îêðåñòíîñòè ñòàöèîíàðíîé òî÷êè ïî ïåðåìåííîé 𝑧𝑖 ïðè ôèêñèðîâàííîé
ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèß 𝑧𝑗 (ñì. ðèñ 4)
|𝑧𝑗 − 𝑧𝑖| = |𝑧𝑗 − 𝑧𝑠𝑡 + 𝑧𝑠𝑡 − 𝑧𝑖| ≈ |𝑧𝑗 − 𝑧𝑠𝑡|+ ⟨ 𝑧𝑗 − 𝑧𝑠𝑡|𝑧𝑗 − 𝑧𝑠𝑡| , 𝑧𝑠𝑡 − 𝑧𝑖⟩ (5.5)
Ñóçèâ èíòåãðèðîâàíèå íà îêðåñòíîñòü ñòàöèîíàðíîé òî÷êè ñòàíîâèòñß âîçìîæíûì ðàç-
ëîæèòü ñîîòâåòñòâóþùèé ìîäóëü. Ïðè ýòîì íàïðàâëåíèå 𝑧𝑗 − 𝑧𝑠𝑡 ñîîòâåòñòâóåò íàïðàâ-
ëåíèþ ïðîõîæäåíèß-îòðàæåíèß l(1), à êàê ñëåäóåò èç ãåîìåòðèè îòðàæåíèß, |𝑧𝑗| < |𝑧𝑠𝑡|. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
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𝑅0Γ𝑖Γ𝑗 ≈ 𝑒
𝑖
√
𝜆|𝑧|√︀|𝑧| 𝜆−1/2
∫︁
𝑑𝑧𝑗𝐶𝑣(𝑥𝑗)𝜑±(𝑥𝑗, 𝑘0(𝑧′))
𝑒𝑖
√
𝜆|𝑧𝑗−𝑧𝑠𝑡|√︀|𝑧𝑗 − 𝑧𝑠𝑡|×
×
∫︁
𝑑𝑥𝑖𝐶𝑣(𝑥𝑖)𝜑±(𝑥𝑖, 𝑘0(𝑧𝑗, 𝑧𝑠𝑡))𝑒𝑖
√
𝜆𝑥𝑖(𝑙𝑥+𝑙
(1)
𝑥 )
∫︁
𝑑𝑦𝑖𝑒
𝑖
√
𝜆𝑦𝑖(𝑙𝑦+𝑙
(1)
𝑦 )
𝑒𝑖
√
𝜆|𝑧𝑗−𝑧′|√︀|𝑧𝑗 − 𝑧′| ≈
≈ 𝜆−1/4
∫︁
𝑑𝑧𝑗𝐶𝑣(𝑥𝑗)𝜑±(𝑥𝑗, 𝑘0(𝑧′))
𝑒𝑖
√
𝜆|𝑧−𝑧𝑠𝑡|√︀|𝑧 − 𝑧𝑠𝑡| 𝑒
𝑖
√
𝜆|𝑧𝑗−𝑧𝑠𝑡|√︀
𝜆1/2|𝑧𝑗 − 𝑧𝑠𝑡|
𝑒𝑖
√
𝜆|𝑧𝑗−𝑧′|√︀|𝑧𝑗 − 𝑧′|×
×
(︂
𝑆(
√
𝜆⟨l(1),k𝑖⟩)𝛿(l(1) − 𝑧|𝑧|) + 𝑅(
√
𝜆⟨l(1),k𝑖⟩)𝛿(l(1) −𝐻𝑖 𝑧|𝑧|)
)︂
1√
𝜆
(5.6)
Ïîëüçóßñü ñëàáî-àñèìïòîòè÷åñêèì ðàâåíñòâîì
𝑒𝑖𝑞𝑟
𝑖
√
𝑞𝑟
𝛿(
r
𝑟
− 𝑞
𝑞
) ∼
𝑟→∞
1
4𝜋
(𝜃(⟨𝑞, r⟩)𝑒𝑖𝑞r + 𝜃(−⟨𝑞, r⟩)𝑒−𝑖𝑞r) (5.7)
À òàêæå òåì, ÷òî |𝑧𝑗 − 𝑧𝑠𝑡| > 𝑇 , çàïèøåì (íàïðèìåð ïðè ⟨𝑞, r⟩ > 0)
𝑒𝑖
√
𝜆|𝑧𝑗−𝑧𝑠𝑡|√︀
𝜆1/2|𝑧𝑗 − 𝑧𝑠𝑡|
(︂
𝑆(
√
𝜆⟨l(1),k𝑖⟩)𝛿(l(1) − 𝑧|𝑧|) + 𝑅(
√
𝜆⟨l(1),k𝑖⟩)𝛿(l(1) −𝐻𝑖 𝑧|𝑧|)
)︂
≈
≈ 1
2𝜋
(︁
𝑆(
√
𝜆⟨l(1),k𝑖⟩)𝑒𝑖
√
𝜆(𝑧𝑗−𝑧𝑠𝑡)· 𝑧|𝑧| + 𝑅(
√
𝜆⟨l(1),k𝑖⟩)𝑒𝑖
√
𝜆(𝑧𝑗−𝑧𝑠𝑡)·𝐻𝑖 𝑧|𝑧|
)︁
(5.8)
À òàêæå ðàçëîæåíèåì 5.5, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî â ðåçóëüòàòå îòðàæåíèß çàäåéñòâîâàíà
ëèøü ïîëîâèíà ýêðàíà, ïîëó÷èì
𝑅0Γ𝑖Γ𝑗 ≈ 𝑒
𝑖
√
𝜆|𝑧|√︀|𝑧| 𝜆−1/4
∫︁
𝑑𝑥𝑗𝐶𝑣(𝑥𝑗)𝜑±(𝑥𝑗, 𝑘0(𝑧′))×
×
∫︁
𝑑𝑦𝑗
1
2𝜋
(︁
𝑆(
√
𝜆⟨l(1),k𝑖⟩)𝑒𝑖
√
𝜆(𝑧𝑗−𝑧𝑠𝑡)· 𝑧|𝑧| + 𝑅(
√
𝜆⟨l(1),k𝑖⟩)𝑒𝑖
√
𝜆(𝑧𝑗−𝑧𝑠𝑡)·𝐻𝑖 𝑧|𝑧|
)︁
𝑒
𝑖
√
𝜆(𝑧𝑗−𝑧𝑠𝑡, 𝑧
′−𝑧𝑠𝑡
|𝑧′−𝑧𝑠𝑡|
) 𝑒𝑖
√
𝜆|𝑧′|√︀
𝜆|𝑧′|
Ãäå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñß óæå ïî âñåé îñè â ñèëó êîìáèíàöèè 𝜃 - ôóíêöèé.
Ñîîòâåòñòâóþùèé âêëàä â âîëíîâóþ ôóíêöèþ
𝜓(2,𝑖𝑗)(𝑧,
√
𝜆,
𝑧′
|𝑧′|) =
𝑒𝑖
√
𝜆|𝑧|√︀
𝜆1/2|𝑧|
(︂
𝑆(⟨
√
𝜆
𝑧′
|𝑧′| ,k𝑗⟩)𝑆(⟨
√
𝜆
𝑧′
|𝑧′| ,k𝑖⟩)𝛿(
𝑧
|𝑧| −
𝑧′
|𝑧′|)+
+𝑅(⟨
√
𝜆
𝑧′
|𝑧′| ,k𝑗⟩)𝑆(⟨
√
𝜆
𝑧′
|𝑧′| ,k𝑖⟩)𝛿(
𝑧
|𝑧| −𝐻𝑗
𝑧′
|𝑧′|) + 𝑆(⟨
√
𝜆𝐻𝑖
𝑧′
|𝑧′| ,k𝑗⟩)𝑅(⟨
√
𝜆
𝑧′
|𝑧′| ,k𝑖⟩)𝛿(
𝑧
|𝑧| −𝐻𝑖
𝑧′
|𝑧′|) +
+ 𝑅(⟨
√
𝜆𝐻𝑖
𝑧′
|𝑧′| ,k𝑗⟩)𝑅(⟨
√
𝜆
𝑧′
|𝑧′| ,k𝑖⟩)𝛿(
𝑧
|𝑧| −𝐻𝑗𝐻𝑖
𝑧′
|𝑧′|) + 𝑓(
𝑧
|𝑧| ,
√
𝜆,
𝑧′
|𝑧′|)
)︂
+ 𝑜(
1√︀|𝑧|) (5.9)
çäåñü 𝑓( 𝑧|𝑧| ,
√
𝜆, 𝑧
′
|𝑧′|)  ãëàäêàß àìïëèòóäà ðàññåßííîé êðóãîâîé âîëíû, ñóòü âñå îòáðî-
øåííûå ÷ëåíû ïðè âûäåëåíèè ñèíãóëßðíîé ÷àñòè.
Ñòàíîâèòñß ßñíî, ÷òî åùå îäíîé òàêîé èòåðàöèåé ìû áû îïèñàëè è âêëàäû òðåõêðàò-
íîãî îòðàæåíèß 𝜓(3)
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Ðèñ. 5: Ïðèìåð ñòàöèîíàðíîé òî÷êè
Â ñëó÷àå, êîãäà íàïðàâëåíèß 𝑧 , 𝑧′ ëåæàò â ìàëîé óãëîâîé âûêîëîòîé îêðåñòíîñòè
ýêðàíîâ, äëß èñïîëüçîâàíèß àñèìïòîòèêè ßäåð ðåçîëüâåíòû äîñòàòî÷íî âûðåçàòü îêðåñò-
íîñòü òî÷åê 𝑧, 𝑧′, è âíîâü âîñïîëüçîâàòüñß òåì, ÷òî ðàññåßíèå íà êîìïàêòíîì íîñèòåëå
èìååò AB ðàçëîæåíèå.
Èíòåðåñíî, ÷òî â àñèìïòîòèêå âîëíîâîé ôóíêöèè ïîßâëßþòñß âêëàäû, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå âêëàäàì îòðàæåííûõ è ïðîøåäøèõ ïëîñêèõ âîëí ÷åðåç ñèñòåìó ýêðàíîâ, îáðàçîâàí-
íóþ íîñèòåëßìè ïîòåíöèàëîâ, ÷òî îïðàâäûâàåò ïîñòðîåíèß â [4]. Â ñàìîì äåëå, åñëè ó÷åñòü
ñëàáóþ àñèìïòîòèêó 5.7, à òàêæå âèä àëüòåðíèðóþùèõ ÷ëåíîâ â 3.4, òî ìîæíî çàìåòèòü,
÷òî â àñèìïòîòèêó âîéäóò âñå âîçìîæíûå âêëàäû ïîñëåäîâàòåëüíûõ âçàèìîäåéñòâèé. Ïðè
ýòîì ðàñïðåäåëåíèþ ýíåðãèè èëè âîëíîâîìó âåêòîðó â ðàìêàõ äèôðàêöèîííîãî ïîäõîäà
îòâå÷àåò àñèìïòîòè÷åñêîå íàïðàâëåíèå 𝑧.
Ïðè ýòîì â ðàáîòå [5] ðàçðûâû, îáðàçîâàííûå îáëàñòßìè ñâåòà è òåíè â ëó÷åâîì
ïðèáëèæåíèè çàìåíßëèñü âîëíàìè Ôðåíåëß  òî÷íûìè ðåøåíèßì çàäà÷è äèôðàêöèè â
ýòèõ îáëàñòßõ. Â ýòîì ïîäõîäå òàêæå âîçìîæíî îáîñíîâàòü ïîßâëåíèå âîëí Ôðåíåëß, åñ-
ëè ó÷åñòü ñëåäóþùèå ÷ëåíû ðàçëîæåíèß ìîäóëß ðàçíîñòè |𝑧 − 𝑧′| â ßäðàõ, îòâå÷àþùèõ
äâóêðàòíîìó è òðåõêðàòíîìó âçàèìîäåéñòâèþ.
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